Metodes Matematics 11 Examen de Juny (p) Any Academic 2007-08

Nom:

DNI:

1. Sea la funcién f : R — C dada por
1+e?
1O =1=z7"
Expresar los siguientes nimeros complejos en forma cartesiana, tomando la determinacion
principal del logaritmo cuando proceda:

(a) [0.5 puntos] f(mw/4)

Solucion: f es un cociente de niimeros complejos. Multiplicando arriba y abajo por
el conjugado del denominador, se obtiene la expresién simplificada

sen 0
= 1—
1—cosf

f(0)
Sustituyendo € por 7/4 tenemos que

V2
2-V2

f(m/4) =i =i(14+V?2)

(b) [0.5 puntos| In (1 — f(7/2))

Solucién: De la expresién anterior, se deduce que f(m/2) =i. Por tanto,
In(1— f(n/2)) =In(1—4) =InV2 - z%

en la determinacion principal del logaritmo.

(c) [1 punto] (1 — f(m))*"

Solucién: Sabemos que f(m) = 0. Entonces,
(1= f(m))2/™ = 12/7 = 2/mm1 _

en la determinacion principal del logaritmo.

2. (a) [1 punto] Sea u(x,y) = —2% — az?y+y*+y> donde a es una constante. Hallar a para que

u sea armonica y encontrar su arménica conjugada v(x,y).

Solucién: Imponiendo ug; + uy, = 0, se obtiene a = 3. Las ecuaciones de Cauchy-
Riemann llevan a la siguiente expresién para la armoénica conjugada de w:

v(z,y) = 23 — 22y — 3xy?




(b) [1 punto] Sea f(z) = u(z,y) + tv(z,y) con las funciones u y v encontradas en el apartado
anterior. Dar el dominio de analiticidad de f y calcular f’ en el punto z = v/2e=37/4,

Solucién: Como u y v satisfacen las ecuaciones de Cauchy-Riemann, f es analitica
en todo C y su derivada es

f'=(—2x — 62y) +i(32% — 2y — 3y?)

El punto z = v2e %"/4 en coordenadas rectangulares toma la forma z = —1 — 4.
Luego sustituimos * = —1 e y = —1 en la expresion anterior y encontramos que

F(V2e73im/4) = —4 4 24

3. Se define la funcién compleja f : C — C de la siguiente forma:

Sen2w
o) = [ .

(w—2)

siendo C el contorno descrito por la ecuacién |w| = 2.

(a) [1 punto] Hallar el valor de f(imw/2), simplificando todo lo que se pueda.

Solucién: Sea la funcién g(w) = senh?(w/2), que es analitica en C y dentro de C.
Entonces, para todo z interior a C, podemos hacer uso de la férmula generalizada de
Cauchy,

f(2) = 2mig'(z) = 2misenh g cosh% = misenh z

El punto z = im/2 es interior a C. Luego

flir/2) = wisenh (7i/2) = —wsen (7/2) = —7

(b) [1 punto] Razonar si f es analitica en el origen y, en caso afirmativo, dar el valor de f’(0).

Solucién: Para todo z interior a C, f es una funcién analitica. Toda funcién analitica
posee derivadas a todo orden, y éstas son analiticas. Como el origen estd dentro de C,
f es analitica en z = 0. Calculamos la primera derivada de f:

f'(z) = 2mig" (2) = micosh z

En consecuencia, f’'(0) = mi.

(¢) [1 punto] Determinar f(z) para todo z tal que |z| > 2.

Solucién: Cuando z esta fuera del contorno C, el integrando es una funcién analitica
en C y dentro de C. Se deduce del teorema de Cauchy-Goursat que la integral se anula
y, por tanto, f(z) = 0 para todo |z| > 2.




. [3 puntos] Calcular la siguiente integral mediante el método de los residuos:

o0
Sen
/ 3 dx .
s Pt T

Solucion: Utilizamos la férmula de Euler para expresar la integral en la forma

© sen o] eiwm
I:/ 3 il dm:Im/ 37(11’
o Pt T o TPt

Tz
e

fz) = 234z

que tiene polos simples en 0, i y —i. Elegimos el contorno usual (véase la figura 6.3 de los

apuntes de clase):
—p R
L=k Lo k]
C Cr —-R Cp p

donde R — ooy p — 0. La integral a lo largo del contorno Cgr se anula por el lema de
Jordan (grado del denominador n = 3, grado del numerador n = 0; se cumple n > m + 1).
Calculamos los residuos asociados a los polos que contribuyen a la integral:

Sea la funcién

Res(f,0) = 1
1
Res(f,i) = —=e "
2
Entonces:
lim = —miRes(f,0) = —mi
=0 Je,
/ = 2miRes(f,i) = —mie "
C
Finalmente:

J = / f(2)dz = —ime™™ + mi = wi(1l — e ™)

de donde se tiene que I =ImJ = 7(1 —e™ 7).




